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61. Аналитический аппарат
Все функции, встречающиеся в данной статье,
предполагаются аналитическими, а рассмотрения
носят локальный характер.
Обозначения и терминология соответствуют
принятым в [1–7].
1.1. Рассматривается p!мерное дифференциру!
емое многообразие Mp класса C∞ (или Cω) с базовы!
ми формами θ a (a,b,c=1,p⎯), удовлетворяющими
структурным уравнениям:
(1.1)
Как известно [3] (см. теорему 3.2), с каждой
точкой (ua) многообразия Mp, где ua – первые инте!
гралы вполне интегрируемой системы форм θ a, ас!
социируется последовательность центроаффинных
дифференциально!геометрических групп Ds
(s=1,2,…) порядка s. Обозначим Lp пространство
представлений группы D1 и внесём в него центро!
аффинную структуру, т.е. будем его считать центро!
аффинным пространством, отнесённым к локаль!
ному центроаффинному реперу R~={B
–
,ε–a}, где
1.2. Рассматривается n!мерное евклидово про!
странство En, отнесённое к подвижному ортонор!
мальному реперу R={A
–
,ei
–}, (i,j,k=1,n
⎯
) с деривацион!
ными формулами и структурными уравнениями:
(1.2)
Здесь 1!формы ωij удовлетворяют соотношениям
(1.3)
вытекающим из условий ортонормальности репера R:
(1.4)
Здесь символом x–; y– обозначается скалярное
произведение векторов x–и y–пространства En.
1.3. Обозначим QN, где
N=(m+1)(n–m), (1.5)
N!мерное грассманово дифференцируемое много!
образие всех m!мерных плоскостей (m!плоскостей)
lm пространства En. К каждой m!плоскости lm∈QN
присоединим ортонормальный репер R так, чтобы
(1.6)
Здесь и в дальнейшем символом lq=(X
–
,x1
–,x2
–,...,xq
–)
обозначается q – плоскость пространства En, прохо!
дящая через точку X с радиус!вектором X
–
и парал!
лельная линейно независимым векторам x1
–,x2
–,...,xq
–
пространства En. Из (1.6) в силу (1.2) получаем, что
1!формы ωαl, ωααl (α,β,γ,σ=1,m⎯; αl,βl,γl=m+⎯1,n⎯) явля!
ются базовыми на многообразии QN, удовлетворяю!
щими структурным уравнениям
(1.7)
1.4. Обозначим Rp,N=(Mp,QN) расслоенное про!
странство с базой Mp и слоем QN, соответствующим
каждой точке B(ua)∈Mp. Заметим, что 1!формы θ a,ωαlи ωααl являются базовыми формами (p+N)!мерно!
го дифференцируемого многообразия Rp,N=Mp×QN,
которые удовлетворяют структурным уравнениям
(1.1) и (1.7). В расслоении Rp,N зададим гладкое сече!
ние: каждой точке B(ua)∈Mp поставим в соответ!
ствие вполне определённую m!плоскость lm∈QN.
Тогда в силу (1.1) и (1.7) дифференциальные ура!
внения этого сечения запишутся в виде:
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Проводится аналитическое и геометрическое построение двух полей точек (центров) в соответствующих mплоскостях pмерно
го многообразия этих плоскостей в nмерном евклидовом пространстве (1<p<(m+1)(n–m)).
(1.8)
Здесь величины Aaα
l и Aαlαa удовлетворяют диффе!
ренциальным уравнениям:
(1.9)
Замечание 1.1. Из (1.4), (1.6) и (1.8) следует, что
с каждой m!плоскостью lm∈QN, отвечающей точке
B(ua)∈Mp и являющейся векторным линейным ев!
клидовым подпространством пространства En, на!
тянутым на m линейно независимые векторы
e1
–,e2
–,…,em
–, ассоциируется ортонормальное (n–m)!
мерное евклидово подпространство
(1.10)
натянутое на линейно независимые векторы
e–m+1,e
–
m+2,…,e
–
n (как ортогональное дополнение век!
торного подпространства lm).
Замечание 1.2. В данной статье будут рассматри!
ваться поля геометрических образов многообразия Spm
в En – секущей p!мерной поверхности расслоения Rp,N,
которое является p!мерным семейством m!плоско!
стей lm в En. Здесь и в дальнейшем с учётом (1.5) пред!
полагается, что число p удовлетворяет неравенству
1<p<N. (1.11)
Замечание 1.3. Заметим, что величины Aaα
l и Aαlαa,
удовлетворяющие дифференциальным уравне!
ниям (1.9), образуют локальный внутренний фун!
даментальный геометрический объект
(1.12)
первого порядка многообразия Spm в смысле
Г.Ф. Лаптева [2].
2. Поля некоторых геометрических подобъектов
объекта Г1
С помощью компонент геометрического объек!
та (1.12) на базе Mp расслоения Rp,N рассмотрим сле!
дующие величины, которые с учётом (1.11) и (1.9)
удовлетворяют соответствующим дифференциаль!
ным уравнениям:
(2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)
Здесь явный вид величин, стоящих при θ c, для
нас несущественный.
Из (2.2–2.5) следует, что каждая из величин
(2.1) образует соответствующие геометрические
подобъекты в смысле [2] фундаментального геоме!
трического объекта (1.12):
1. смешанный тензор
(2.6)
2. дважды ковариантный симметрический тензор
(2.7)
3. смешанный тензор второй валентности
(2.8)
4. основной геометрический подобъект
(2.9)
Замечание 2.1. в следующем пункте будут рас!
сматриваться геометрические образы, отвечающие
точке B(ua)∈Mp, которые определяются каждым из
геометрических подобъектов (2.6–2.9).
3. Геометрические образы, ассоциированные 
с подобъектами геометрического объекта
3.1. Инвариантный гиперконус Kp–1⊂Lp
Кривую k(t) на базе Mp, проходящую через точ!
ку B(ua)∈Mp, будем задавать следующей параметри!
ческой системой дифференциальных уравнений:
(3.1)
Здесь величины ta с учётом (1.1) удовлетворяют
дифференциальным уравнениям:
Геометрически величины ta определяют в цен!
троаффинном пространстве Lp в точке B(ua)∈Mp на!
правление
(3.2)
касательное к кривой k(t) в точке B(ua).
Рассмотрим в lm∈Spm вектор
(3.3)
отвечающий точке B(ua)∈Mp.
Из в силу (1.8), (1.10) и
(3.1) следует, что вектор
(3.4)
параллелен ортогональной проекции линейного
векторного подпространства T(r–)k(t)lm на вектор!
ное подпространство (Fn–m)r–. Здесь T(r
–)k(t) означает
касательную к индикатрисе вектора r–=λx– вдоль
кривой k(t). Из (1.2), (1.4), (1.8), (3.1), (2.1) и (3.4)
следует, что вектор
(3.5)
параллелен пересечению линейного векторного
подпространства, натянутого на касательную к ин!
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дикатрисе вектора R
–
=µy– и векторное подпро!
странство (Fn–m)R–, с подпространством lm.
Таким образом, каждому направлению (3.2) в Lp
отвечает симметрический линейный оператор век!
торного подпространства lm на себя:
(3.6)
Из (3.6) в силу (2.1) заключаем, что гиперконус
Kp–1⊂Lp второго порядка с вершиной B(ua)∈Mp:
(3.7)
представляет собой совокупность всех направле!
ний (3.2), которым отвечают линейные операторы
П(t):lm→lm с нулевыми следами. Можно показать,
что в общем случае гиперконус Kp–1 не вырождается
в гиперконус по крайней мере с прямолинейной
вершиной, проходящей через точку B(ua)∈Mp, т.е.
det[Aab]≠0 на базе Mp.
Замечание 3.1. Всюду в пункте 3 из рассмотре!
ния исключаются фокальные кривые k(t) на базе
Mp, проходящие через точку B(ua)∈Mp, для которых
соответствующие точки в lm являются фокусами в
смысле [4].
3.2. Линейный оператор  П:lm→lm
Из (3.2) и (3.6) с учётом (3.3) следует, что векто!
рам x–∈lm и v–=vαe–α∈lm, отвечающим точке B(ua)∈Mp,
соответствует в lm гиперконус второго порядка с
вершиной B(ua):
(3.8)
Из (3.8) в силу (2.1) и (3.7) находим, что сово!
купность всех векторов v–∈lm таких, что гиперкону!
сы Kp–1(x
–,v–)⊂Lp и Kp–1⊂Lp аполярны в смысле [6] (т.е.
каждое центроаффинное преобразование про!
странства, порождаемое этими гиперконусами,
имеет нулевой след) образует в lm линейное (m–1)!
мерное подпространство
отвечающее вектору x–∈lm. Это подпространство ор!
тогонально вектору z–=xαAαβe–β∈lm. Таким образом,
каждой точке B(ua)∈Mp отвечает симметрический
линейный оператор
(3.9)
переводящий вектор x–∈lm в вектор z–∈lm. Можно по!
казать, что в общем случае этот линейный оператор
является невырожденным на базе Mq:
(3.10)
3.3. Первое центрирование mплоскости lm
Рассмотрим в m!плоскости lm∈Spm точку X с ра!
диус!вектором
(3.11)
отвечающую точке B(ua) базы Mp расслоения Rp,N.
Как и в п. 3.1 (см. (3.1–3.5)) с учётом (2.1) и (1.8)
находим, что точке X∈lm с радиус!вектором (3.11)
будет отвечать вектор
(3.12)
который параллелен вектору
(3.13)
Здесь T(X)k(t) означает касательную к линии,
описываемой точкой X вдоль кривой k(t) на базеMp.
Из (3.11–3.13) в силу (2.1), (1.2) и (1.8) получа!
ем вектор
(3.14)
который параллелен пересечению векторного под!
пространства lm с векторным подпространством,
натянутым на касательную к индикатрисе r–=λu–
вдоль кривой k(t) на базе Mp и на векторное подпро!
странство (Fn–m)X. Из (3.14) заключаем, что каждой
точке X∈lm с радиус!вектором (3.11) и вектору
v–=vαe–α в lm отвечает в центроаффинном простран!
стве Lp гиперконус второго порядка с вершиной в
точке B(ua)∈Mp:
(3.15)
Из (3.15) заключаем с учётом (2.1) и (3.7), что
координаты xα точки X∈lm такой, что гиперконусы
qp–1(X,v
–) и Kp–1(x
–,v–) в Lp аполярны при любых v
–∈lm,
удовлетворяют следующей системе линейных ура!
внений
(3.16)
Из (3.10) заключаем, что система линейных ура!
внений (3.16) в общем случае имеет единственное
решение относительно x β, которое можно найти
методом Крамера или Гаусса. Таким образом, спра!
ведлива теорема:
Теорема 3.1. Каждой точке B(ua)∈Mp в соответ!
ствующей m!плоскости lm∈Spm в случае, когда ли!
нейный оператор П(t):lm→lm не вырождается, отве!
чает единственная точка G1∈lm (первый центр) та!
кая, что гиперконусы qp–1(X,v
–) и Kp–1(x
–,v–) аполярны
при любых v–∈lm.
4. Второе центрирование m/плоскостей lm∈Spm
В этом пункте будет дано другое центрирование
m!плоскостей lm∈Spm, отличное от первого, прове!
дённого в конце предыдущего пункта.
4.1. Распределение ∆2,p на базе Mp(2<p<N)
Из (3.6) и (3.9) следует, что каждой точке
B(ua)∈Mp в соответствующем центроаффинном
пространстве Lp можно сопоставить гиперконус
K*p–1 второго порядка с вершиной B(ua) как совокуп!
ность всех таких направлений (3.2), которым отве!
чают линейные операторы П
¯
(t)=П.П(t):lm→lm с ну!
левыми следами. Этот гиперконус K*p–1 определяет!
ся уравнением
l0, 0.x A A xβ α α ββ + = =
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(4.1)
где симметрический тензор Bab определяется по
формулам:
(4.2)
Гиперконусы (4.1) и (3.7) порождают в точке
B(ua)∈Mp центроаффинное преобразование цен!
троаффинного пространства Lp:
(4.3)
где смешанный тензор Bab с учётом (4.2) и (2.1)
определяется по формулам:
(4.4)
и его компоненты в силу (2.2–2.5) удовлетворяют
дифференциальным уравнениям
Здесь явный вид величин B baс для нас несуще!
ственный.
Каждой точке B(ua)∈Mp сопоставим двумерную
плоскость в Lp:
(4.5)
Здесь с учётом (1.2) и в соответствии с [2] вели!
чины ha1
a2 удовлетворяют дифференциальным ура!
внениям:
(4.6)
Заметим, что с заданием поля плоскостей (4.5)
на базе Mp ассоциируется распределение∆2,p:B(ua)→L2, которое определяется дифферен!
циальными уравнениями (1.8) и (4.6).
Из (4.4) и (4.5) следует, что плоскость L2 в каж!
дой точке B(ua)∈Mp будет неподвижной при цен!
троаффинном преобразовании (4.3), т.е. CL2 ||L2,
тогда и только тогда, когда величины ha1
a2 удовлетво!
ряют системе алгебраических уравнений
(4.7)
Можно показать, что в общем случае на базе Mp
определитель L≡det[Ba1a2b2b1] не равен нулю. Здесь пара
(b2
b1) указывает на номер строки, а пара (a2
a1) – на номер
столбца. Неравенство нулю определителя L на Mp
обеспечивает алгебраическую независимость уравне!
ний (4.7) (относительно ha1
a2), что и приводит к конеч!
ному числу решений относительно ha1
a2. Заметим, что
плоскость L2, отвечающая точке B(ua)∈Mp, типа (4.7),
которую мы будем называть главной, натянута на ли!
нейно независимую пару соответствующих (главных)
направлений в Lp, неподвижных при преобразовании
(4.3). Таким образом, на базе Mp инвариантным обра!
зом с помощью главной двумерной площадки L2
определено (главное) распределение ∆2,p:B(ua)→L2,
интегральные кривые которого на базе Mp в силу (4.5)
определяются дифференциальными уравнениями:
(4.8)
4.2. Аффинные преобразования mплоскости lm∈Spm, 
соответствующие её точкам
Из (3.11) с учётом (1.2) находим
(4.9)
где (4.10)
Заметим с учётом (1.2) и (4.10), что 1!формы ω~α
и ωβα удовлетворяют структурным уравнениям:
(4.11)
где    (4.12)
В соответствии с [5] и с учётом (1.10) и (4.1–4.12)
заключаем, что каждой точке X∈lm, соответствую!
щей точке B(ua)∈Mp, отвечает аффинная связность
Ф(X) как отображение соседней m!плоскости l'm
(бесконечно близкой первого порядка к lm) на ис!
ходную lm в направлении (Fn–m)X. При этом 1!формыω~α и ωβα являются формами этой связности, а 2!фор!
мы Ωα и Ωβα являются формами кручения и кривиз!
ны. Обозначим Фl (X) – ограничение связности Ф(X)
на главное распределение ∆2,p. Тогда из (4.12) с учё!
том (1.8), (1.3) и (4.8) получаем, что компоненты
тензора кручения R* β и кривизны Rαβ=–Rβα связности
Фl (X) определяются по формулам
(4.13)
(4.14)
В соответствии с [7] замечаем, что величины
(4.13) каждой точке B(ua)∈Mp сопоставляют аффин!
ное преобразование m!плоскости lm∈Spm в себя:
(4.15)
4.3. Второй центр mплоскости lm
4.3.1. m – чётное
Имеет место следующая теорема
Теорема 4.1. В m!плоскости lm∈Spm, отвечающей
точке B(ua) базы Mp, в общем случае при чётном m
существует единственная точка G2 (второй центр),
которой соответствует аффинная связность Фl (G2) с
нулевым кручением.
Доказательство. Из (4.13) с учётом (4.14) и
(4.15) следует, что точке G2∈lm будет соответство!
вать связность Фl (G2) с нулевым кручением R
* α=0
тогда и только тогда, когда её координаты xα удо!
влетворяют системе линейных уравнений:
l ( ) { ; }.X R Rα αβ
∗∗Φ =
l
l l
l
l l 
[][ ]
1 1 2 2
,
1 1, ,2 2
( , , 1, 2; , , 1, ;
, 1, 2; , 3, ).
ab ab ab
ab ab ab aba b
R R x R
R A A R R A A
m n
a b a b p
α α β α
β
α α β β α α α
β αββ α
α β γ α β γ
∗
= +
= = − =
= = +
= =
где
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
12 1 2 2 1 1 2
12 1 2 2 1 1 2
,
,
,
b b a b
b b a b
b b a b
b b a b
R R x R
R R R h R h R h h
R R R h R h R h h R
α α β α
β
α α α α α
α α α α α β
β β β β β α
∗
= +
= + + +
= + + + = −
l
l
l
l, .xα β α β α α α αβ β ββ αω ω ω ωΩ = ∧ + Ω Ω = ∧
, ,D Dα β α α α γ α αβ β β γ βω ω ω ω ω ω− ∧ = Ω − ∧ = Ω 
l l l, .dx x xα α β α α α α α αβ αω ω ω ω ω ω= + + = + 
l
l ,dX e eα αα αω ω= + 
2 2 1
1
.a a aahθ θ=
2 1 2 2 2 1 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1
2 1 1 2 2 1
1 2 1 2 2 1
0,
.
a b b a a b b a
a b a b a b b a
a b b a a b
a b a b a a
B h h B h B
B B Bδ δ
≡ + − =
= −
ψ
2 2 2 2 1 2 2
1 1 2 1 1 1 1
.a b a a b a a ca a b b a a a cdh h h hθ θ θ θ+ − + =
2 2 1
12 1 1 2 2
: , ( , 1, 2; , 3, ).a a aaL t h t a b a b p= = =
.b c b b c b ca a c c a acdB B B Bθ θ θ+ − =
 cb
ac
b
a ABB =
 },{ baBC =
.ab abB A A
β α
α β=
 ,0:* 1 =− baabp ttBK
Естественные науки
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(4.16)
Здесь в силу (4.13) величины Rβα кососимме!
тричны по α и β. Можно показать с учётом (4.13) и
(4.14), что при чётном m определитель порядка m
(4.17)
в общем случае на базе Mp не равен тождественно ну!
лю. Поэтому систему линейных уравнений (4.16) мож!
но однозначно разрешить относительно xβ по форму!
лам Крамера или методом Гаусса. Теорема 4.2 доказана.
Замечание 4.1. Из теоремы 4.1 и (4.15) следует,
что аффинное отображение Фl *(G2) m!плоскости lm
на себя является центроаффинным преобразова!
нием с центром в точке G2.
4.3.2. m – нечётное
Теорема 4.2. В m!плоскости lm∈Spm, отвечающей
точке B(ua) базы Mp, в общем случае при нечётном
m существует единственная (главная) прямая f,
каждой точке F которой соответствует аффинная
связность Фl (F ) с одним и тем же кручением.
Доказательство. Из (4.13) следует, что кручение
связности Фl (X) не будет зависеть от точки X∈lm тог!
да и только тогда, когда
(4.18)
Так как m – нечётное и Rαβ=–Rβα, то определи!
тель (4.17) тождественно равен нулю. Поэтому
rang[Rαβ] в общем случае равен m–1 на базе Mp. Сле!
довательно, однородная система линейных уравне!
ний (4.18) определяет в lm некоторую (главную)
прямую f, о которой идёт речь в данной теореме.
Теорема 4.2 доказана.
Замечание 4.2. Поскольку в общем случае
rang[Rαβ]=m–1, то существует хотя бы один минор по!
рядка m–1 этой матрицы, не равный нулю на базе Mp.
Для определённости таким минором будем считать
(4.19)
Это даёт основание ввести в рассмотрение ве!
личины
(4.20)
Поэтому из (4.18) получаем
(4.21)
где (4.22)
Заметим с учётом (4.18–4.22), что прямая f∈lm, о
которой идёт речь в теореме 4.2, в параметрической
векторной форме может быть записана так:
(4.23)
Теорема 4.3. На главной прямой f∈lm, отвечаю!
щей точке B(ua)∈Mp, в общем случае при нечётном
m существует точка G2 (второй центр) такая, что ги!
перконусы qp–1(G2,ε–) и Kp–1 в Lp аполярны.
Доказательство. Из (4.23) и (3.15) следует, что
точке F∈f с радиус!вектором F–=A–+x1ε– и вектору
ε–||f отвечает в Lp гиперконус
(4.24)
где симметрические по a и b величины Сab и С1ab
определяются по формулам
(4.25)
Из (4.24) и (3.7) с учётом (2.1) получаем, что ги!
перконусы qp–1(F,ε–) и Kp–1 аполярны тогда и только
тогда, когда
(4.26)
где (4.27)
Можно показать с учётом (4.25) и (4.27), что в
общем случае C1≠0 на базе Mp. Поэтому из (4.26)
можно найти x 1=–CC1–1 – координату второго цен!
тра G2, не являющегося несобственной точкой, в
случае нечётного m. Теорема 4.3 доказана.
1 1, .
ab ab
ab abC C A C C A= =
 ,01
1 =+ CxC
1
1 1
1 1 1
,
, ( ).
ab ab ab
ab ab abab ab
C A f A
C A f A f A f f A f f
α
α
β α β α α
α α αβ β
= +
= + + + =
1
1 1( , ) : ( ) 0,
a b
p ab abq F C x C t tε− + =
1
1: , .f f A x e f e
α
αε ε= + = +
1
1 , 0.f R R f R
α β α α
αβ
∗
= − =
1,x f xβ β=
.R R R R R Rβ γ β γ β γ αγ α γ α α α γδ
∗ ∗ ∗
= = ⇒ = −
det[ ] 0, ( , , 2, ).R mβα α β γ≠ =
0.R R x Rα α β αβ
∗
= ⇔ =
det[ ]Rβα
0.R x Rα β αβ+ =
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